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Correction CC 2

Exercice 1 : 6 points

a) Soit f:t+— \/E(Lt)'

— f est continue sur |0, 1[.
— Au voisinage de 0 : f(t) ~ -, et la fonction t — - est intégrable au voisinage de 0
t—0 Vi NG
(c’est une intégrale de Riemann). Pour s’en convaincre, on peut faire le calcul suivant :
1 1
1 1
—dt = lim —dt
[t =
1
= lim [2v{]
x—0 x
= 1 2—-2
s (2-2v7)
= 2< 4o

Donc la fonction f est intégrable au voisinage de 0.

— Au voisinage de 1 : f(t) od ﬁ, et la fonction ¢ — ﬁ n’est pas intégrable au voisinage
_>

de 1. Pour s’en convaincre, posons h = 1 —t. On a alors f(h) o % (c’est une intégrale
—

de Riemann). Pour se convaincre de la non-intégrabilité de la fonction inverse, on peut

faire le calcul suivant :
1 1
/ 1 dh = lim l dh
0 h

h z—=0 J,
= lim [Inh)}
z—0
= ilg% (0—Inx)
o +OO

Donc la fonction f n’est pas intégrable au voisinage de 1.

Conclusion, f n’est pas intégrable sur ]0, 1], et donc fol f est divergente.

b) Soit f:t > 12

— f est continue sur ]0, +-o00].
— Au voisinage de 0 : f(t) ot Int, et la fonction In est intégrable au voisinage de 0 (voir
—

Exercice 2.b). Pour s’en convaincre, on peut faire le calcul suivant :

1 1
/ Intdt = lim Intdt
0

z—=0 J,.

= lim [tInt — ¢}
xl_r&)[i nt—t,

= lim(-1—zlhzx+z)
z—0

= —-1<+o0

Donc la fonction f est intégrable au voisinage de 0.
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— Au voisinage de +oo : f(t) = 00 <t3%> En effet, t3/2f(t) ey 1“7tt ot 0. Et la

fonction t — ﬁ% est intégrable au voisinage de +00 (c’est une intégrale de Riemann).
Pour s’en convaincre :

too 1 ) oo q
/1 prd = tm | amdt

Donc la fonction f est intégrable au voisinage de +o0.

Conclusion, f est intégrable sur |0, +oo], et donc f0+oo f est convergente.

c) Soit f:t > sin (t%)

— f est continue sur |0, 4+-o0[.
— Au voisinage de 0 : f est bornée, et donc intégrable au voisinage de 0. En effet, soit
t>0,|f(t) = [sin (35)| < 1. 1

o . . . -~ 1 1 e
Au voisinage de +o00 : f(t) P B (car e 0), et t > ;5 est intégrable au

voisinage de 400 (c’est une intégrale de Riemann). Ainsi, f est intégrable au voisinage
de +o0.

1
$2

Conclusion, f est intégrable sur |0, +oo[, et donc f0+°° f est convergente.

d) Soit f: ¢+ In(t)e .

— f est continue sur |0, +-o0[.
— Au voisinage de 0 : f(t) ol Int, et donc f est intégrable au voisinage de 0 (cf question
—

b.)

— Au voisinage de +oo : f(t) = 2 (t%), et donc f est intégrable au voisinage de +oo.
—r+00
2 _ 2 —t
En effet, t°f(t) = t*In(t)e e 0.

Conclusion, f est intégrable sur |0, +oo[, et donc f0+°° f est convergente.
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Exercice 2 : 4.5 points

a) La fonction t — cos?t est continue et donc intégrable sur [0,27]. On a :

27 27
1 5(2t
/ cos’tdt = / 7+ cos(2t) dt
0 0

Conclusion, f027r cos’tdt = .

b) La fonction ¢ — In(t) est continue et donc intégrable sur [1,2]. Effectuons une intégration

u(t)=t u'(t)=1
=

par partie, avec { v v’(t):%

/2ln(t)dt = [t.ln(t)]f—/zt.idt

2.10(2) — In(1) — (2 — 1)

Conclusion, ff In(t)dt =2.In2 — 1.

¢) La fonction t — —-L— est continue, et donc intégrable sur [0, 1]. Ici, soit on reconnait une

V14t?
/ . . u =1+1t2
forme en u'/\/u, soit on effectue un changement de variable : du—tdt et on peut

alors écrire :

Ly 21

/0 et = /lmdu
= [Val;
BNV

Conclusion, fol \/13-? dt =2 — 1.

Exercice 3 : 9.5 points

1. : 1 point
La fonction f : x +— e~ est continue sur [0, +00], et donc intégrable au voisinage de
0. De plus, au voisinage de +oo : f(z) = o (x%), et donc f est intégrable sur [0, +o0],
T—r+00

i.e| ] est bien définie ‘
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2. 2 points
La fonction h est continue et dérivable sur | — 1,400, et on a, Vo > —1 :
1 T
h =1— =
(@) 1tz 1tz

Vz > —1,1+x > 0, donc I’ est du signe de z, et on a le tableau de variations suivant :

€T -1 0 +00
W (z) - |+

Donc h est positive sur z €]—1, 4+o00|. Conclusion, ’ pour tout z €] — 1, +oo[, In(1 + z) < z. ‘

3. 6.5 points

Soit n > 0.
(a) 0.5 points

La fonction = — ﬁ est continue sur [0, +oo[. Elle est donc intégrable au voisinage
+.’1}

n

de 0. De plus, Vx > 0, ﬁ < % Or, comme n > 1, on a 2n > 2, et donc la fonction

n

T — % est intégrable au voisinage de +o00. Conclusion,
(b) 3 points
On a vu, pour tout X > —1, In(1 + X) < X. Soit alors X = —%2. Pour tout z € [0,/n],
. 2 . e 1eis s

on a bien X = —7- > —1, et on peut donc appliquer I'inégalité a X.
Il vient, pour tout x € [0,/n] :

2 2

In (1 _ ) <
n n

2
nln <1 - 1:) < —z?
n

Puis, par croissance de la fonction exponentielle :

2
exp [n In <1 — :E)] <e
n
2 n
b2y =
n

Finalement, par positivité de I'intégrale, on peut intégrer cette inégalité sur [0, /n], et on

obtient | b,, < fo\/E e dg.

¢, est bien déﬁni.‘

Donc,

C’est-a-dire,
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De méme, posons X = %2 Alors X > —1, et on a, pour tout x € [0,/n] :
2 2
x x
m(1+%) <
n n

2
—nln (1 + m) > g2
n

Puis, par croissance de la fonction exponentielle :

ZCQ 2
exp [—nln (1—{—)} >e "
n
1

2 n
(1+%)

Par positivité de l'intégrale, on peut intégrer cette inégalité sur [0, /n], et on obtient :

\/ﬁ_xQd _ Vn 1 p
/o ¢ ’3—/0 (12
1

Or, la fonction x — (172)71 est positive sur [0, +00], donc on a :
4+ 2=

n

Donc,

C’est-a-dire,

>e

v 1
/0 7@ N xj)” dx

n

(VAN
o\
_l’_
3
/N
—_
_|_
—_
%
N—
3
=¥
=
I
o
3

Conclusion, fo‘/ﬁ e dx < ¢,

2 points

x =y/nsint

e Dans l'expression de b, effectuons le changement de variable { daw—+/m cos tdt

Vn 2\ "
0 n

w/2
= / Vncost(l —sin?t)" dt
0

On a alors :

w/2
= \/ﬁ/ Vn(cost)? 1t
0

Conclusion, | b, = \/nag,1.
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x =y/ntant

e Dans 'expression de ¢, effectuons le changement de variable { du—v/n(1 + tan? t)dt

On a alors :
+o00 1
Cp, = / ﬁdx
o (1e%)
1

w/2
:/ Vn(l +tan?t) —————dt
0

(1 + tan?t)"

/2 1 J
= it
\/ﬁ/o (1 + tan?¢)n—1

/2 1
= \/ﬁ/ (cost)®™ 2dt car 1+ tan’t=
0

cos? t

Conclusion, | ¢, = y/nag,—2.
(d) 1 point

D’une part, b, = y/nagsp+1 ~ ﬁ et ¢, = \/nagy—o ~ 4

D’autre part, fo‘/ﬁ e dx f+°° 2% dp.

n—H—oo

Conclusion, d’apres 'encadrement obtenu a la question 3.b, on a : f o0 ga? gy = g




