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Correction CC 1

Exercice 1 : 8 points

1.1 : 4 points

e La fonction = > % est continue, positive et décroissante sur |0, +ool.
Soit alors p > 1. On a :

11
Vz € [p_]-)p]ai S%
1
vxe [p,p—l—l],g S E
Il vient, par positivité de I'intégrale
p+1 d 1 P d
p ?x < P < p—1 Zﬂf (1)

p+1 n ep
> [MEesey [2
p=n+1 p=nt+1/p=1 L

d’ou

or, une primitive de la fonction z — % est la fonction z — Inz. On a donc :

In(2n+1) —In(n+1) < S, <In(2n) —In(n)

. on+1\ _ 2n\ _ . . _
et ngrfm In ( o) ) = nEI—&r-loo In ( - ) In 2, conclusion nll)gl_loosn In 2.

1.2 : 4 points - (¥*)

e Soit n € N*. On écrit :

2n k—1
A g O !
SQH—IH R L

On force tous les termes

A tre positifs On soustrait 2 fois

les termes négatifs de S,

Il vient alors :
n

) 2n 1 1 2n 1
S =D 72 g5 = 2
k=1 k=n+1

k=1
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Finalement,

e On en déduit que S2n — In2. D’autre part, S5, = Sh, + 2n+1 v In2.

n—
Les deux suites (55,,)n>1 €t (S2n+1)n20 convergent vers la méme hmlte ln2 on en déduit :

lim S =In2.

n——+o00

Exercice 2 : 10 points

2.1 : 4 points
Soit n € N. On a :

L1 1 1
D Dl L
k! =k (n+1)!
donc ’la suite (ap)n>0 est strictement croissante. ‘
Ensuite,
n+1 n
1 1 1
bpi1 — by, = -y ———
kLT o Z k' (n+1).(n+1)! — k! n.n!

B . 1 1

N (n+1). (n+1).(n+1)! nmn!

_on(n+1)+n—(n+1).(n+1)

B n.(n+1).(n+1)!

= — <0

n.(n+1).(n+1)!
donc (bn)n>0 est strictement décroissante. ‘
Enfin,
by —ap=— — 0
n.n! n—oo

Conclusion, (an) et (by) sont strictement monotones et adjacentes.

2.2 : 2 points - (*)

1l y a de nombreuses facons de prouver ce résultat, j’en présente une rapide ici, qui utilise
l'une des formules de Taylor.
En appliquant 'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction f : x — €%, a 'ordre n > 0 en
0, on obtient, pour tout z € R :
Z . |x’n+1
e f 7| < sup (€)——
k! tefog]  (n+1)!
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car les dérivées de la fonction exponentielle a tout ordre en 0 sont nulles. La borne supérieure

€St Inaependante de n, et la suite 7,71 ena vers U. on nxant r = 1, on en édui que
t indépendante de 7, et la suite (2! _, tend vers 0. En fixant = = 1 déduit
) s

lim a, = e.
n—oo

2.3 : 4 points

Soient (p,q) € Z x N* tels que e = L. Comme les suites (an) et (by) sont strictement
monotones, et convergent toutes les 2 vers e, on en déduit directement :

ag < agy1 < e < bgy1 < by

On a alors

aq<e<aq—|—ﬁ

d’ou
q.¢.aq < p.q! <q.qlag+1
~—
€z

|
or, q.qlag=q> f ok =aX i olal¢—1)...(k+2)(k+1)] € Z (car ¢ > k, V).
Ainsi, lentier p.q! est strictement compris entre deux entiers consécutifs, c¢’est absurde.

Conclusion,

Exercice 3 : 14 points

3.1 : 1 point
Soit n € N*.

" CIx3x5x---x(2n—1)  (2n)!  (2n)!
" 2 x4 x6x(2n) C(2n!)2 4n(n))2

On multiplie par le dénominateur
en haut et en bas

3.2 : 3 points

On a:
Upt1 2n+1

Up,  2n+2

De plus, la suite (uy,)n>1 est positive, donc minorée par 0. Ainsi, ’ la suite (uy)n>1 converge.

3.3 : 4 points
On a :

Upgy1 N+ 2 <un+1>2 42 <2n+1>2 ~ (n+2)(2n+1)?

vn  n+1 \u, /] n+1 \2n+2 4(n+1)3



UPMC - 2015-2016 L2M360

Rappel : (n+ 1) =1+ 3n + 3n? + n3.
Ainsi,

U1 4And + 1202 +9n 42

v, An3+12n2+12n+4

Donc la suite (vy,)n>1 est décroissante. Elle est aussi minorée par 0, donc | (vy,)n>1 converge.

Notons C' sa limite. On peut réécrire u, = Il viens alors :

+1

o
n+1

Un

Conclusion, | lim u, = 0.
n—oo

3.4 : 3 points - (¥*)

Dans un premier temps :

D’autre part,
12[ <2k - 1)

Qk L > 2622 () 4erit alors :

= 2k—1

1N? & /2k—1 2k — 2
2 > _
= <2) H( 2% >‘<2k—1>
H,_/kZQ

terme k=1

> (3 (-3) ()

termes pairs termes impairs

or, pour tout £ > 2, on a

vV
7N
N —
~_
no
= (V]
3
N

[a—

|
7|
~

=3
> 2X ! X I 1 L
- 2 k
k=2
—_——
1/2n
: 2 < 1
Conclusion, |u; > £-.
3.5 : 3 points

D’apres la question précédente, on a v, = (n+ 1)u2 > (n + 1) . Par passage a la limite,

on en conclut |C > %.
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Exercice 4 : 11 points - (*)

4.1 : 4 points

On fixe x > 0. Soit n > 1. Pour tout 1 <k <n,on a:

= (1)

J’étudie plutot UZ’“ pour alléger un peu les calculs, mais la démarche et les résultats sont

-1
rigoureusement identiques.

On a alors :

In (uZ:) — In i In (1 n 2)]

2k k

T 1

= —- tol+
2k (k:)

Ainsi, In (u:fl) ~ —5z. Or, la série ) — 5 diverge vers —oo (car x > 0), donc, par
k>1
comparaison de séries & termes constants (négatifs ici), ILm Sp = —o0.
n—oo

D’autre part, Sy, est une somme téléscopique, on a donc S,, = In(up+1) — In(ug). On peut

alors en déduire que lim In(u,) = —oo, puis| lim u, = 0.
n—oo n—oo

4.2 : 3 points

Notons v, = In(u,) — In(up—1) —aln (1+21).
Soit a € R. On effectue le méme développement limité que dans la question précédent, en
allant un ordre plus loin. On a alors :

2
w - = [ (G143 () o)
2

_ 1n[1—2k+§€2+o<;2)]

x x? 1 1 T z? 1.7° 1
- [_% 32 +O(/~€2)] T2 [_% T3 +0(k2)} o)

T 1 1 1\ a? 1
T (3 2 4> e o)

T 512 1
= o Toae TolR)

D’autre part, on a :
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Ainsi :

1 —x/2 — 24 —a/2 1
vp = In(uy) — In(up—1) — aln <1 + ) = z/2 - + S5z/ ~ a/ +o(=)
n n n

1

Et la série ) v, converge si et seulement si le terme en -~ est nul.

Conclusion, la série converge si et seulement si |a = —73.

Remarque : l’exercice est beaucoup moins calculatoire en utilisant des O. En effet, on écrit
In(1+ 1 =140(%).

4.3 : 2 points

On réarrange les termes de v, :

vp = In (Z—Z) —1In <(nui_1l)a>

no‘)n>1 aussi. Il existe donc A € R* tel que ¥z — A.

et > v, converge, donc la suite ( ot
n—oo

Autrement dit,

4.4 : 2 points

On reconnait une série de Riemann, donc on peut conclure : ) u, converge ssi a < —1,

c’est-a-dire, ’Z Uup, converge ssi x > 2. ‘




