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Contrôle continu 1
durée : 2h

Exercice 1.
Pour tout n ∈ N?, on pose

Sn =

n∑
k=1

1

n+ k
et S′n =

n∑
k=1

(−1)k−1

k

1. Etablir que pour tout p > 1, ∫ p+1

p

dx

x
≤ 1

p
≤
∫ p

p−1

dx

x

En déduire la limite de (Sn)n≥1.

2. Etablir que S′2n = Sn. En déduire la limite de (S′n)n≥1.

Exercice 2.
Soient

an =
n∑
k=0

1

k!
et bn =

n∑
k=0

1

k!
+

1

n.n!
= an +

1

n.n!

1. Montrer que (an) et (bn) sont strictement monotones et adjacentes.

2. Montrer que leur limite commune est e.

On désire montrer que e /∈ Q et pour cela on raisonne par l’absurde en supposant
e = p

q avec p ∈ Z, q ∈ N?.
3. Montrer que aq < e < bq puis obtenir une absurdité.

Exercice 3.
Soit n ∈ N?. On pose

un =
1× 3× 5× · · · × (2n− 1)

2× 4× 6× · · · × (2n)

1. Exprimer un à l’aide de nombres factoriels.

2. Montrer que la suite (un)n≥1 converge.

3. Pour tout n ∈ N?, on pose
vn = (n+ 1)u2n

Montrer que la suite (vn)n≥1 converge. En déduire la limite de la suite (un)n≥1.

4. Simplifier
2n∏
k=2

(
1− 1

k

)
et comparer ce produit à u2n.

5. En déduire que la limite C de la suite (vn)n≥1 est strictement positive.
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Exercice 4.
On fixe x > 0. Pour n ∈ N?, on pose

un =
n!

xn

n∏
k=1

ln
(

1 +
x

k

)
1. On pose Sn =

∑n
k=1 ln(uk+1)− ln(uk). Montrer que Sn tend vers −∞. En déduire que

la suite (un)n≥1 converge et préciser sa limite.

2. Etablir l’existence de α ∈ R tel que la série de terme général :

ln(un+1)− ln(un)− α ln

(
1 +

1

n

)
converge.

3. Etablir l’existence de A ∈ R? tel que un ∼ Anα.

4. Etudier la convergence de la série de terme général un.


